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Optymalizacja



Optymalizacja

Przyktad

Bin packing

Place each item on a location in a container.
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https://stackoverflow.com/questions/5119734/algorithm-to-organise-rectangles-in-the-fixed-rectangular-container

Optymalizacja
Podstawowe pojecia

Problem optymalizacyjny

Jest to problem obliczeniowy, polegajacy na znalezieniu wartosci
maksymalnej, badZ minimalnej okreslonego parametru zadanego
problemu.
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Optymalizacja
Podstawowe pojecia

Problem optymalizacyjny

Jest to problem obliczeniowy, polegajacy na znalezieniu wartosci
maksymalnej, badZ minimalnej okreslonego parametru zadanego
problemu.

Instancja problemu

Jest to wystapienie danego problemu optymalizacyjnego. Konkretny
przypadek problemu optymalizacyjnego.

Przestrzen rozwiagzan

Jest to zbidr zawierajacy wszystkie elementy, ktére moga by¢
rozwigzaniem problemu.

Funkcja celu

Jest to zadanie (niekoniecznie funkcja), dla ktérego poszukiwane jest
rozwigzanie optymalne.



Optymalizacja

Przyktad zadania

Mamy do dyspozycji siatke metalowa, z ktérej mozemy zbudowaé
ogrodzenie. Dtugos$¢ tej siatki to 48 m.

Jaki najwiekszy prostokatny obszar mozemy ogrodzi¢ taka siatka?



Optymalizacja
Przyktad zadania

Mamy do dyspozycji siatke metalowa, z ktérej mozemy zbudowaé
ogrodzenie. Dtugos$¢ tej siatki to 48 m.

Jaki najwiekszy prostokatny obszar mozemy ogrodzi¢ taka siatka?
X,y — boki prostokata

2x + 2y = 48 — obwdd prostokata
xy — pole prostokata

wspotrzedne wierzchotka paraboli: p, g, gdzie:

_ b

P=
—A

q:
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Programowanie matematyczne

Przyktad 1

Startujesz z wtasnym biznesem gastronomicznym. Na poczatek
ograniczysz sie do dwdch pozycji menu: pizza i zapiekanki. Twoja
specjalnosci to ser i pieczarki. Do kazdej zapiekanki potrzebujesz 150 g
sera i 100 g pieczarek. Do kazdej pizzy potrzebujesz 230 g sera i 80 g
pieczarek. Srodki pozwalaja zakupi¢ Ci 4 kg sera i 2 kg pieczarek. Pizza
ma kosztowa¢ 13 zt, a zapiekana 8 zt. Jak zmaksymalizowa¢ zysk?
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Programowanie matematyczne

Przyktad 2

Pewien sklep zoologiczny zajmuje sie hodowl3 i sprzedaza chomikéw oraz
Swinek morskich, sprzedajac je po 8 i 25 zt za sztuke. Aby utrzymac przez
tydzien jednego chomika, sklep musi wykorzystaé¢ 150 g trocin, 90 g
karmy, a takze zapewni¢ mu miejsce w klatce o powierzchni 200 cm? .
Natomiast w przypadku swinki morskiej to zuzycie wynosi odpowiednio
100 g trocin, 300 g karmy i przynajmniej 1000 cm? powierzchni zyciowe;.
Wiemy takze, ze sklep moze sobie pozwolié, aby zuzy¢ w tygodniu
maksymalnie 2 kg trocin i 3 kg karmy oraz posiada klatki i akwaria

o facznej powierzchni 15000 cm? . Zaktadajac, ze wszystkie zwierzeta
znajduja od razu nowych wtascicieli, nalezy znalez¢ liczbe chomikéw

i Swinek morskich, ktéra powinna by¢ hodowana tygodniowo przez sklep
zoologiczny aby maksymalizowat swdj przychéd.



Programowanie matematyczne
Przyktad 2

x1 — liczba chomikéw
xo — liczba $winek morskich

Funkcja celu:
f(Xl, X2) = 8x1 + 25x»

Ograniczenia:

150x; 4+ 100x, < 2000
90x; + 300x>, < 3000
200x; + 1000x, < 15000
X1 > 0

X2 > 0



Podstawowe problemy optymalizacji
Problem plecakowy

max 15 kg
radio 4zt 12 kg
komputer 1zt 2kg
TV 3zt Tkg

telefon 2zt 5kg
kamien 1zt 9kg




Podstawowe problemy optymalizacji

Problem komiwojazera




Podstawowe problemy optymalizacji

Problem komiwojazera

Poznan Warszawa Gdansk Krakéw  Wroctaw  Torun Zielona G.

Poznan 1 310 333 444 168 161 139
Warszawa 310 1 358 204 363 212 450
Gdansk 333 358 1 600 463 170 476
Krakéw 444 294 600 1 270 441 429
Wroctaw 168 363 463 270 1 298 156
Torun 161 212 170 441 298 1 305
Zielona Géra 139 450 476 429 156 305 1




Obliczanie ztozonosci



Ztozonosc¢

Typy zfozonosci:
e O(1) stata
e O(n) liniowa
e O(log(n)) logarytmiczna
e O(nlog(n)) liniowo-logarytmiczna
e O(n?) kwadratowa
e O(n*) wielomianowa
e O(x") wyktfadnicza
e O(n!) typu silnia
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Problemy P i NP trudne

Problem P

Problem decyzyjny, dla ktérego rozwigzanie mozna znalez¢é w czasie
wielomianowym.
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Problemy P i NP trudne

Problem P

Problem decyzyjny, dla ktérego rozwigzanie mozna znalez¢é w czasie
wielomianowym.

Problem NP

Problem decyzyjny, dla ktérego rozwigzanie mozna zweryfikowaé w czasie
wielomianowym.

Dlatego kazdy problem P jest NP, przy czym nie wiadomo jednak czy
istnieje problem NP niebedacy P.
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Dlaczego problemy moga by¢ trudne do rozwigzania?

e Problem jest bardzo ztozony uzycie modeli uproszczonych i rezultaty
s3 bezuzyteczne.

e Duza liczba mozliwych rozwigzan przeszukanie catej przestrzeni
rozwigzan dopuszczalnych w celu znalezienia najlepszego jest
nierealne.

e Funkcja oceny jest obarczona niepewnoscia.

e Potencjalne rozwigzania mocno ograniczone juz znalezienie jednego
dopuszczalnego jest problemem.
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Optima

Optimum lokalne

Optimum w okreslonym obszarze/zakresie/fragmencie problemu.
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Optimum lokalne

Optimum w okreslonym obszarze/zakresie/fragmencie problemu.

Optimum globalne

Optimum dla catosci analizowanego obszaru/zakresu/problemu.

Jaka jest relacja pomiedzy optimum lokalnym a globalnym?
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Optima

Przyktad
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Przeszukiwanie dokfadne

Przyktadem algorytmu dokfadnego jest rozwigzanie kombinatoryczne
problemu komiwojazera. W takim przypadku, rozwigzanie polega na
wypisaniu wszystkich mozliwych tras. lle ich jest?

n (n—1)!

2n 2
Dla matej liczby punktéw, wypisanie wszystkich mozliwych rozwigzan nie
wydaje sie trudne, jednak problem sie szybko komplikuje.
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Przeszukiwanie dokfadne

liczba punktéw liczba mozliwych potaczen

4 3

5 12

6 60

7 360

8 2520

9 20160
10 181440
11 1814400

12 19958400
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Algorytm a heurystyka

Heurystyki konstruujace (nie myli¢ z metaheurystykami) to typ
algorytméw optymalizacji, ktére wykorzystuja informacje zebrane
dotychczas przez algorytm lub dane dostarczone z géry, aby wspomoc
podjecie decyzji, ktéry potencjalne rozwigzanie powinno by¢ testowane
oraz jak stworzy¢ kolejne potencjalne rozwiazanie. Heurystyka jest
zalezna od rozwigzywanego problemu.
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Algorytm a heurystyka

Artysta Wynagrodzenie [zt] Ocena krytykéw
Maryla Rodowicz 25000 *k
Krzysztof Krawczyk 60000 * % x x Kk
Zenek Martyniuk 40000 * K Kok
Edyta Gérniak 40000 *ok

Jan Kowalski 100 *




Metoda podziatu i ograniczen

Metoda podziatu i ograniczen

Gtéwnym zatozeniem metody podziatu i ograniczen (branch-and-bound)
jest uporzadkowane przeszukiwanie drzewa reprezentujacego przestrzen
rozwigzan problemu oraz mozliwos¢ odciecia gatezi, ktére nie zawieraja
,dobrych” rozwiazan. Dzieki temu nie przegladamy catego drzewa

i mozemy dzieki temu dzieli¢ je i przegladac tylko obiecujace obszary.

Ta metoda sktada sie z dwdch podstawowych procedur:

e rozgatezianie (branching) — dzielenie zbioru rozwigzan
reprezentowanego przez wezet na roztaczne podzbiory,
reprezentowane przez nastepnikdéw tego wezta

e ograniczanie (bounding) — pomijanie w przeszukiwaniu tych gatezi
drzewa, o ktérych wiadomo, ze nie zawieraja optymalnego
rozwigzania w swoich lisciach
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Metoda podziatu i ograniczen

Ogdlny schemat postepowania wyglada nastepujaco:
1 zbidr wszystkich dopuszczalnych rozwian jest dzielony na mniejsze
podzbiory
2 dla kazdego otrzymanego podzbioru obliczamy ograniczenie wartosci
funkgji celu

3 z dalszych podziatéw eliminujemy podzbiory o ograniczeniu
przekraczajacym warto$¢ funkeji celu
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Metoda podziatu i ograniczen

Metody przeszukiwania:

1 przeszukiwanie wszerz (breadth-first search) — polega na
odwiedzeniu wszystkich osiggalnych wierzchotkéw z wierzchotka
poczatkowego

2 przeszukiwanie w gtab (depth-first search) — polega na badaniu
wszystkich krawedzi wychodzacych z podanego wierzchotka

3 najpierw najlepszy (best-first search) — wybierane s3 te drogi, ktére
wydaja sie prowadzi¢ do najlepszego rozwiazania

18 /38



Przeszukiwanie wszerz i przeszukiwanie w gtab
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Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

20/38



Metoda podziatu i ograniczen

4
c=24
b=41
4
c=20
b=28
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Przeszukiwanie lokalne

Algorytm przeszukiwania lokalnego porusza sie od rozwiazania do
rozwigzania sasiedniego w przestrzeni rozwigzan. Koniec przeszukiwania
ustalany jest przez kryterium konca, np. znalezienie optimum, czas itp.

21/38



Sasiedztwo rozwigzan

Niech X bedzie zbiorem wszystkich rozwigzan. Sasiedztwo rozwiazania x,
N(x) C X, to zbiér rozwiazan lezacych ,blisko” x, czyli sasiedztwo
rozwigzania x to skonczony zbiér rozwigzan podobnych do rozwiazania x.

Cechy sasiedztwa:

e ograniczenie na rozmiar: dla kazdego x, N(x) zawiera co najmniej
jedno rozwigzanie réznie od x; zbidr sasiednich rozwigzan nie moze
by¢ réwny liczebnosSciag przestrzeni wszystkich rozwiazan;

e podobienstwo sasiaddw: kolejne rozwigzanie nie powinno rézni¢ sie
zbyt wiele tak, aby nie wymagato konstruowania zupetnie nowego
rozwiazania;

e réwnouprawnienie: niezaleznie od wyboru rozwigzania poczatkowego,
powinno by¢ mozliwe osiggniecie kazdego rozwigzania nalezacego do
petnej przestrzeni rozwigzan.



Przyktad sasiedztwa dla problemu komiwojazera

k-zamiana (k-swap, k-opt): N(x) jest zbiorem rozwiazan powstatych
przez zamiane k wybranych miast miejscami.

2-zmiana miast 3 i 5:

Gdansk-Warszawa-Krakéw-Wroctaw-Poznan-Gdansk

Gdansk-Warszawa-Poznan-Wroctaw-Krakéw-Gdansk
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Przyktad sasiedztwa dla problemu komiwojazera

Wymiana tukéw: N(x) jest zbiorem rozwigzan powstatych przez
wstawienie k kolejnych miast w odwrotnej kolejnosci.

Wymiana tukéw 2 i 5:

Gdansk-Warszawa-Krakéw-Wroctaw-Poznan-Gdansk

Gdansk-Poznan-Wroctaw-Krakéw-Warszawa-Gdansk
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Przeszukiwanie lokalne: greedy i steepest

Algorytm zachtanny (greedy)

Algorytm wybiera pierwsze przejrzane rozwigzanie sasiednie, ktore jest
lepsze niz aktualne.
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Przeszukiwanie lokalne: greedy i steepest

Algorytm zachtanny (greedy)

Algorytm wybiera pierwsze przejrzane rozwigzanie sasiednie, ktore jest
lepsze niz aktualne.

Algorytm stromy (steepest)

Algorytm wybiera najlepsze rozwigzanie sposréd swoich sgsiadow, ktore
jest lepsze niz aktualne.

Ktéry jest ,lepszy”? Co to znaczy ,lepszy”? Czy one konstruuja
rozwigzania?
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Przeszukiwanie lokalne: greedy i steepest
Przyktad

Wroclaw Krakow

Poznan Warszawa Gdansk Krakéw  Wroctaw

Poznan 1 310 333 444 168
Warszawa 310 1 358 204 363
Gdansk 333 358 1 600 463
Krakéw 444 294 600 1 270
Wroctaw 168 363 463 270 1
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Greedy

Przyktad

2490

2186

Poznan, Krakow, Gdansk,
Wroctaw, Zielona, Torun,
Warszawa, Poznan

|wymiana | |

|Gdar’|§k—Kraku’w | -304'
Poznan, Gdarsk, Krakow,
Wrodaw, Zielona, Torun,
Warszawa, Poznan
wymiana zysk
Krakéw-Gdarisk 304]
Wroctaw-Gdarisk 155
-193]

1951

Poznan, Gdarsk, Krakow,
Zielona, Wroctaw, Torur,
‘Warszawa, Poznan

1704

Poznan, Gdanisk, Krakow,
‘Wroctaw, Warszawa,
Torur, Zielona, Poznan

\wymiana zysk \wymiana zysk
Krakow-Zielona 191 Krakow-Wroctaw 345
‘Wroctaw-Zielona 42) 'Warszawa-Wroctaw 247
Gdarisk-Zielona 193] Gdarisk-Wroctaw 628
578 Torun-Wroclaw 308|

\Warszawa-Zielona -42| Zielona-Wroctaw 152
Krakow-Warszawa 335

Poznan, Gdansk, Krakow, Krakow-Gdarisk 464
‘Warszawa, Wroctaw, Krakdw-Torur 500
Torun, Zielona, Poznar Krakow-Zielona 483
Gdarisk-Warszawa 348

\wymiana zysk Torun-Warszawa 292
Krakow-Warszawa 227 Zielona-Warszawa 331
'Wroctaw-Warszawa -247] Toruf-Gdarisk 25
Zielona-Gdarisk 286

Zielna-Torui 328




Steepest

Przyktad

2490

1983

Poznan, Krakdw, Gdarnsk,
Wroctaw, Zielona, Torun,
Warszawa, Poznan

wymiana zysk
Krakdw-Torun -507
Gdarisk-Warszawa -425
Gdarisk-Zielona -306|
Krakdw-Gdarisk -304
Krakdw-Zielona -179
Poznan, Torun, Gdarisk,
Wroctaw, Zielona, Krakdw,
Warszawa, Poznan

wymiana zysk
Zielona-Wroctaw -146
Krakow-Gdarisk 7|
Warszawa-Wroctaw 23
Warszawa-Zielona 36
Warszawa-Torun 155

1837

Poznan, Torun, Gdarisk,
Zielona, Wroctaw, Krakdw,
Warszawa, Poznan

wymiana

zysk

Krakdw-Gdarsk

Warszawa-Wroctaw

53

Krakéw-Wroctaw

120]

Zielona-Wroctaw

146

Warszawa-Zielona

152]
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Przeszukiwanie lokalne: greedy i steepest
Przyktad

Przyktad z wykorzystaniem siatki dwuwymiarowe;j

O~ WN -
NI wo| >
OO ~NO wH| W
O ~N W WwWo|N
Do NN O
NORrRORFR M| M
= AN ORI

Zatézmy jaki$ punkt startowy, jak beda wygladac rozwigzania
w zaleznosci od:

e algorytmu (stepest, greedy)

e sasiedztwa (Moore’a, von Neumanna)

e zastosowania > lub >
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Sasiedztwo na siatce dwuwymiarowej

Sasiedztwo Moore'a

Sasiadem jest kazda komorka, ktéra z centralna graniczy krawedzig lub
wierzchotkiem.

Sasiedztwo von Neumanna

Sasiadem jest kazda komérka, ktéra graniczy z komérka centralng
krawedzia.
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Wady i zalety

Zalety:
e proste w implementacji
e stosunkowo szybkie w dziataniu

e stosowalne dla wielu probleméw optymalizacji

Wady:
e wynik ich dziatania jest zalezny od rozwiazania startowego
e bardzo duze ryzyko zatrzymania w optimum lokalnym

e znalezione rozwigzanie jest zwykle rozwigzaniem przyblizonym
danego problemu

e ustalone sasiedztwo
W jaki sposdb poradzi¢ sobie z wadami?
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Symulowane wyzarzanie

Symulowane wyzarzanie

Algorytm ten nazwe zawdziecza analogii do zjawisk fizycznych.

W procesach stygniecia metali zaobserwowano, ze podczas stopniowego,
powolnego ochtadzania, czasteczki ciata oddajac energie rozktadaja sie
(umiejscawiajg) w sposdb bardziej systematyczny i tworzac w ten sposéb
bardziej réwnomierne struktury. W przypadku szybkiego spadku
temperatury, ich potozenie jest bardziej chaotyczne.
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Symulowane wyzarzanie

Podstawowym wzorem wykorzystywanym w tym algorytmie jest:

—AE

P(AE)=eT
gdzie:

e AE — réznica energii (E; — E)
e | — temperatura

Zasada dobierania nowych rozwiazan

s;, s — aktualne rozwigzanie, najlepsze rozwigzanie

if E; > E then
S =S5
else
—(Ej—E)
if e~ T > rand(0,1) then
S=S5;
end if
end if
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Symulowane wyzarzanie

1.0 1 1
0.8
0.6
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0.4
0.2
0.0
102 101 100 10! 102 103 104

31/38



Symulowane wyzarzanie

Wspbtczynnik ,temperatura” reguluje proces wyboru kolejnych
rozwigzan, gdy kandydat na nowe rozwigzani jest gorszy, w sposéb
nastepujacy:
o Jezeli warto$¢ wspotczynnika jest duza, to prawdopodobienstwo
wyboru gorszego rozwiazania jest duze.

o Jezeli warto$¢ wspétczynnika jest mata, to prawdopodobienstwo
wyboru nowego rozwigzania, gorszego od poprzednika, jest bardzo
mate.

e Warto$¢ wspotczynnika ,temperatura” w kolejnych iteracjach
algorytmu jest zmniejszana, wiec w kolejnych krokach szansa
przejscia do nowego, gorszego rozwigzania maleje. W koncowych
iteracjach rozwiazanie stabilizuje sie.
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Symulowane wyzarzanie

Przyktad dla problemu komiwojazera:
e Wybierz poczatkowe rozwigzanie.
e Woybierz sasiadujace rozwiazanie:
e Jezeli nowe rozwigzanie zmniejsza dystans do przebycia, zaakceptuj
je jako nowe rozwiazanie.
e Jezeli nowe rozwiazanie zwieksza dystans do przebycia, zaakceptuj je

jako nowe rozwigzanie zgodnie z okreslonym wczesdniej
prawdopodobienstwem

e Zmniejsz temperature.

31/38



Symulowane wyzarzanie

Przyktad

2300l

2200
2100 A
2000 A

1900 4

Dlugosc trasy [km]

1800 A

1700 A

1600

100 80 60 40 20
Temperatura [-]
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Przeszukiwanie tabu

Przeszukiwanie tabu

W tej metodzie przegladamy przestrzen rozwiazan, przechodzac zawsze
do tego sasiada, dla ktérego wartos¢ funkcji oceny jest najwieksza , o ile
nie znajduje sie on na liscie punktéw zabronionych (tabu). To rézni ja od
algorytmu steepest. Lista tabu zapamietuje ruchy oraz czestos¢ ich
wystepowania, w celu unikania miniméw lokalnych. Na takiej liscie
przechowujemy x ostatnio odwiedzonych punktdw.
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Kryterium aspiracji

Zastosowanie tabu list w pewnych sytuacjach moze prowadzi¢ do
pomijania niektérych bardzo dobrych (ze wzgledu na wartos¢ funkgji
celu) ruchéw.

Kryterium aspiracji to pewien warunek, ktory moéwi ze jesli w otoczeniu

rozwigzania zostato znalezione bardzo dobre rozwigzanie, ale bedace na
liscie tabu, to wtasnie to rozwiazanie jest brane jako kolejne.
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Przeszukiwanie Tabu

Przyktad

2490 Poznan, Krakdw, Gdarisk, Wroctaw, Zielona, Torur, Warszawa, Poznan

Gdansk |Wroctaw |Zielona |Torun Warszawa wymiana zysk
Krakow 5 Krakow-Torun -507
Gdansk Gdansk-Warszawa -425
[Wroctaw Gdarisk-Zielona -306]
Zielona Krakdw-Gdarisk -304]
Torun Krakow-Zielona -179

1983 Poznan, Torun, Gdansk, Wroctaw Zielona, Krakdw, Warszawa, Poznan

Gdansk |Wroctaw |Zielona |Torun Warszawa wymiana zysk
Krakdw 4 Zielona-Wroctaw -146|
Gdarisk Krakdw-Gdarisk 7|
[Wroctaw 5 Warszawa-Wroctaw 23
Zielona Warszawa-Zielona 36
Torun Warszawa-Torun 155]
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Przeszukiwanie Tabu

Przyktad

1837 Poznan, Torun, Gdarnsk, Zielona, Wroctaw Krakdw, Warszawa, Poznan

Gdansk |Wroctaw |Zielona |Torun Warszawa wymiana zysk
Krakow 5 Krakow-Gdarisk 1
Gdansk Warszawa-Wroctaw 53
[Wroctaw 4 Krakdw-Wroctaw 120]
Zielona Zielona-Wroctaw 146
Torun Warszawa-Zielona 152

1838 Poznan, Gdansk, Torun, Zielona, Wroctaw Krakdw, Warszawa, Poznan

Gdansk |Wroctaw |Zielona |Torun Warszawa wymiana zysk
Krakdw 4 Krakow-Gdarisk -1
Gdarisk Warszawa-Wroctaw 78
'Wroctaw 3 5 Krakow-Zielona 113
Zielona Zielona-Wroctaw 152
Torun Warszawa-Zielona 152
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Przeszukiwanie Tabu

Przyktad

1990 Poznan, Gdansk, Torun, Zielona, Warszawa, Krakow, Wroctaw Poznan

wymiana

zysk

Krakdw-Wroctaw

-286)|

Warszawa-Zielona

-152]

Krakow-Gdarisk

Gdansk |Wroctaw |Zielona |Torun Warszawa
Krakdw 5
Gdarisk
'Wroctaw 4
Zielona
Torun

Torui-Wroctaw

22

Warszawa-Wroctaw

36
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Tabu i SW

Zalety:
e Pozwala na opuszczenie lokalnego minimum.

e Wykorzystuje informacje o poprzednich ruchach.

Wady:
e Jak oceni¢ ruch?
e Jak dtugo powinna trwac kadencja ruchu na liscie?

e Jak dostosowac inne parametry dla symulowanego wyzarzania?
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Klasyfikacja algorytméw optymalizacji

e Doktadne
e przeszukiwanie petne (wyczerpujace)
e programowanie matematyczne
e BB
e Heurystyczne
e metaheurystyki

e |osowe
e przeszukiwania lokalnego
e ewolucyjne, mréwkowe itp.

e wyspecjalizowane dla danego problemu

e Aproksymacyjne
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Dziekujemy za uwage



